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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èñõîäíûì ìîìåíòîì äëß òåìû ïðåäëàãà-
åìîé äèññåðòàöèè ïîñëóæèëè ðàáîòû ðßäà àâòîðîâ ïî èññëåäîâàíèþ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðßäêà
∂ui
∂xi
=
n∑
k=1
aik(x1, . . . , xn)uk + fi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, (1)
èíòåðåñíîé, â ÷àñòíîñòè, ñ òî÷êè çðåíèß ïðèìåíåíèß ïîëó÷àåìûõ ðåçóëü-
òàòîâ ê èññëåäîâàíèþ âàæíûõ â òåîðåòè÷åñêîì è ïðàêòè÷åñêîì îòíîøå-
íèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà.
Àíàëîãè÷íàß ñèñòåìà âûñîêîãî ïîðßäêà èìååò, î÷åâèäíî, âèä
∂ksvs
∂xkss
= fs
(
x1, . . . , xn, v1, . . . ,
∂k1−1v1
∂xk1−1s
, . . . , vn, . . . ,
∂kn−1vn
∂xkn−1s
)
, (2)
s = 1, . . . , n,
ãäå fs  ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòîâ v1, . . . , ∂
kn−1vn
∂xkn−1s
ôóíêöèè.
Ïóòåì ââåäåíèß íîâûõ èñêîìûõ ôóíêöèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü (2)
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû
ulxj =
m∑
i=1
ali(x1, . . . , xn)ui + fl(x1, . . . , xn), 1 6 l 6 m =
n∑
i=1
ki, (3)
åñëè 1 6 l 6 k1, òî j = 1, åñëè k1 + 1 6 l 6 k1 + k2, òî j = 2, åñëè
k1+k2+1 6 l 6 k1+k2+k3, òî j = 3,. . . , åñëè
∑n−1
i=1 ki+1 6 l 6
∑n
i=1 ki,
òî j = n. Èìåííî (3) è ßâëßåòñß ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèß â íàñòîßùåé
ðàáîòå.
Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ñëóæèò àäàïòàöèß ìåòîäà Ðèìàíà ê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Äëß ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèß
uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y), (4)
à òàêæå ñèñòåìû (â ýòîì ñëó÷àå a, b, c  èçâåñòíûå ìàòðè÷íûå ôóíêöèè,
f  èçâåñòíàß, u  èñêîìàß âåêòîðíûå ôóíêöèè) ýòîò ìåòîä õîðîøî èç-
âåñòåí è ïðèìåíßåòñß ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé è èññëåäîâàíèè øèðîêîãî
êðóãà çàäà÷. Â ðßäå ðàáîò Â.È. Æåãàëîâà è åãî ó÷åíèêîâ ýòîò ìåòîä áûë
ðàñïðîñòðàíåí íà êëàññ óðàâíåíèé ñî ñòàðøèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè
(D1 +D2)u = f(x1, . . . , xn), (5)
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ãäå
D1 ≡ ∂
k1+···+kn
∂xk11 . . . ∂x
kn
n
,
à D2  ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ñîäåðæàùèé ëèøü ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåìûå èç D1 îòáðàñû-
âàíèåì ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèß. Îäíèì èç îñíîâíûõ
ìîìåíòîâ â ðàáîòàõ ýòèõ àâòîðîâ áûëî îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ðèìàíà êàê
ðåøåíèß óðàâíåíèß òèïà Âîëüòåððà. Äðóãèå âàðèàíòû ìåòîäà Ðèìàíà
ïðåäëàãàëèñü â ðàáîòàõ Ë. Áèàíêè, Î. Íèêîëåòòè, Ì.Ê. Ôàãå, À.Ï. Ñîë-
äàòîâà è Ì.Õ. Øõàíóêîâà, Ó. Ðàíäåëëà, Ì. Ñòå÷åðà, Â.Ô. Âîëêîäàâîâà,
Â.Í. Çàõàðîâà è äðóãèõ.
Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèß (5) ïðè n = 2
èññëåäîâàëèñü ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèß Â.À. Âîäàõîâîé, Î.Ì. Äæîõàä-
çå, Ð.Ñ. Æàìàëîâûì, Ì.Õ. Øõàíóêîâûì, Ä. Êîëòîíîì, Ñ. Åàñâàðàíîì,
Ä. Ìàíæåðîíîì, Ì. Îãþñòîðåëè, Â. Ðàäî÷îâîé è äðóãèìè. Èíòåðåñ ê
óðàâíåíèþ (5) îáúßñíßåòñß åãî ïðèëîæåíèßìè â òåîðèßõ ôèëüòðàöèè
æèäêîñòè â òðåùèíîâàòûõ ñðåäàõ, ïîãëîùåíèß âëàãè êîðíßìè ðàñòåíèé,
êîëåáàíèé ñòåðæíåé ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ ïîïåðå÷íîé èíåðöèè, ðàñïðî-
ñòðàíåíèß âîëí â äèñïåðãèðóþùèõ ñðåäàõ.
Ý. Õîëüìãðåí (Arkiv for matematik, astronomy och fysik. 1910,
band 6, 2) ðàñïðîñòðàíèë ìåòîä Ðèìàíà íà ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðßäêà ñ äâóìß íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Á.Í. Áóðìèñòðîâûì ðå-
çóëüòàòû Õîëüìãðåíà ðàçâèâàëèñü ñ öåëüþ ðåøåíèß çàäà÷è Êîøè, âîç-
íèêøåé â ñâßçè ñ èññëåäîâàíèåì ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëß ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ñìåøàííîãî òèïà íà ïëîñêîñòè (Òðóäû ñåìèíàðà ïî êðàåâûì çàäà-
÷àì. Êàçàíñêèé óí-ò, 1971, âûï. 8.).
Âìåñòå ñ òåì ìíîãèå àâòîðû èññëåäîâàëè ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íå ïðèáåãàß ê ñõåìå, ïðåä-
ëîæåííîé Ý. Õîëüìãðåíîì. Òàê, â ñåðèè ðàáîò Ò.Â. ×åêìàðåâà ðåøåíèå
çàäà÷è Ãóðñà äëß ñèñòåìû (1) ñ óñëîâèßìè
ui|xi=x0i = ϕi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, (6)
ñòðîèòñß ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Íà ïîëó÷åííûõ ôîð-
ìóëàõ îñíîâûâàåòñß âûâîä ôîðìóë ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè è Äàðáó. Îòìå-
òèì òàêæå ðàáîòó À.Â. Áèöàäçå (Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. 1994, Ò. 6, 6),
â êîòîðîé áûëè ïðåäëîæåíû ôîðìóëû èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèß ðå-
øåíèé çàäà÷ Êîøè è Ãóðñà äëß (1) ïðè n = 2, ïîçâîëßþùèå óñòàíîâèòü
èõ ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà.
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Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (3) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñß êàê îáîáùåíèå
íåêîòîðûõ óðàâíåíèé, èçó÷àâøèõñß â ðàçëè÷íûõ àñïåêòàõ öåëûì ðßäîì
àâòîðîâ.
Çíà÷èòåëüíàß ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâßùåíà èññëåäîâàíèþ ðàç-
ëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëß ñèñòåìû ñ äâóêðàòíûìè ñòàðøèìè ïðî-
èçâîäíûìè
∂2uk
∂x2k
=
n∑
i=1
a1ki(x1, . . . , xn)
∂ui
∂xk
+
n∑
i=1
a0ki(x1, . . . , xn)ui+
+ fk(x1, . . . , xn), k = 1, n.
(7)
Íà ïðèìåðå ñèñòåìû (7) õîðîøî âèäíî, êàê ðåçóëüòàòû, îòíîñßùèåñß ê
ñèñòåìå (3), ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ñèñòåìå (2) (àëãîðèòì ñâåäåíèß (2)
ê (3) îäèíàêîâ ïðè ëþáîì ïîðßäêå ïðîèçâîäíûõ â ëåâûõ ÷àñòßõ óðàâíå-
íèé ñèñòåìû (2)). Â òî æå âðåìß äëß äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèß òðåáóåòñß
îãðàíè÷èòüñß êàêèì-òî áîëåå îïðåäåëåííûì êëàññîì ñèñòåì (2). Â êà÷å-
ñòâå òàêîãî êëàññà, íà ïðèìåðå êîòîðîãî äåìîíñòðèðóþòñß âîçìîæíîñòè
ìåòîäà Ðèìàíà, â íàñòîßùåé äèññåðòàöèè âçßòû ñèñòåìû ñ äâóêðàòíû-
ìè ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðåäñòàâëßåòñß, ÷òî îíè ßâëßþòñß ìîäåëß-
ìè, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîæíî ñòðîèòü îïðåäåëåííûå ïðåäïîëîæåíèß îá
èçó÷åíèè ñèñòåì ñ ïðîèçâîäíûìè ëþáîé êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Íàèáîëåå
ïîäðîáíî â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû ñèñòåìû ñ äâóêðàòíûì äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì â R2 è R3. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ñâßçàíî ñ òåì, ÷òî ïîëó÷àåìûå
ðåçóëüòàòû ëåãêî èíòåðïðåòèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè.
Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß ðàçðàáîòêà âàðèàíòà ìåòîäà
Ðèìàíà äëß ñèñòåìû (3) è ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòîâ ê èññëåäî-
âàíèþ ñèñòåì ñ êðàòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì âèäà (2).
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì ßâëßåòñß ðàç-
ðàáîòêà ìåòîäà Ðèìàíà äëß ñèñòåìû (3). Äëß îáîñíîâàíèß ïðåäëàãàåìîé
ñõåìû ðàññóæäåíèé è ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì âèäà (2) ïðèìåíßþòñß
ìåòîäû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåçóëüòàòû òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, èñïîëüçóåòñß àïïàðàò äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Íîâûìè ßâëßþòñß ïðåäëîæåííûé âàðèàíò
ìåòîäà Ðèìàíà äëß ñèñòåìû (3), à òàêæå ïîñòàíîâêà áîëüøèíñòâà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷. Ìåòîäû èññëåäîâàíèß
ýòèõ çàäà÷ òàêæå ñîäåðæàò ýëåìåíòû íîâèçíû: ïðèåìû âûâîäà èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëß ðåäóêöèè èññëåäóåìûõ çàäà÷ ê óæå èçó÷åííûì,
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âûßâëåíèå óñëîâèé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷, à òàêæå õàðàêòåðà
çàâèñèìîñòè ðåøåíèß îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîßííûõ. Íà çàùèòó âûíîñßò-
ñß ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1. Ðàçðàáîòêà íîâîãî âàðèàíòà ìåòîäà Ðèìàíà äëß ñèñòåìû (3).
Ïîëó÷åíèå â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà ðåøåíèé çàäà÷ Ãóðñà, Êîøè è
ñìåøàííîé çàäà÷è äëß (3).
2. Ïîëó÷åíèå â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà ðåøåíèé îñíîâíîé õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è, çàäà÷è Êîøè è ñìåøàííîé çàäà÷è äëß ñèñòå-
ìû (7) â ïðîñòðàíñòâàõ R2, R3 è â ïðîñòðàíñòâå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
èçìåðåíèé.
3. Ïîñòàíîâêà ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çàäà÷ äëß ñèñòåìû
(7) â ïðîñòðàíñòâàõ R2 è R3, èññëåäîâàíèå õàðàêòåðà èõ ðàçðåøèìîñòè.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, çàïîëíßß îïðåäåëåííûé ïðîáåë â òåîðèè ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè íîâûõ âàðèàíòîâ
êðàåâûõ çàäà÷ äëß ñèñòåì òîãî æå âèäà (âîçìîæíî ïðè ìåíåå îãðàíè-
÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèßõ íà êîýôôèöèåíòû, íàïðèìåð, åñëè îíè äî-
ïóñêàþò ñèíãóëßðíîñòè), à òàêæå ïîñëóæèòü îòïðàâíûìè òî÷êàìè äëß
èññëåäîâàíèß ñèñòåì ñî ñòàðøèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè áîëåå âûñî-
êîé êðàòíîñòè.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïî ìåðå èõ ïîëó-
÷åíèß äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Áûëè ñäåëàíû äîêëà-
äû íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè <Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû
ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè>, ïîñâßùåííîé 200-ëåòèþ Êàçàíñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è 70-ëåòèþ ÍÈÈ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èìåíè
Í.Ã. ×åáîòàðåâà (Êàçàíü, 2004 ã.), íà VII ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé øêîëå-
êîíôåðåíöèè <Òåîðèß ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèß è ñìåæíûå âîïðîñû>
(Êàçàíü, 2005 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòðàæåíû â 9
ïóáëèêàöèßõ àâòîðà, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîäåðæèò 140 ñòðà-
íèö è ñîñòîèò èç ââåäåíèß, ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 12 ïàðàãðàôîâ è
ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 97 íàèìåíîâàíèé.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè äàåòñß îáçîð ëèòåðàòóðû ïî âîïðîñàì, ñâßçàííûì ñ
òåìîé äèññåðòàöèè, è õàðàêòåðèçóþòñß ðåçóëüòàòû àâòîðà, èçëîæåííûå
â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.
Ãëàâà 1 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñß êàê îïðåäåëåííîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå ðàññóæäåíèé èç óêàçàííûõ âûøå ðàáîò Ý. Õîëüìãðåíà è Á.Í. Áóð-
ìèñòðîâà íà ñëó÷àé ñèñòåìû (3). Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñß èäåß èç ðà-
áîò Â.È. Æåãàëîâà è åãî ó÷åíèêîâ: ýëåìåíòû ìàòðèöû Ðèìàíà ââîäßòñß
êàê ðåøåíèß íåêîòîðûõ ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåð-
ðà, ðåøåíèå êàæäîé èç ýòèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàññå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Íî ñíà÷àëà (§ 1) äîêàçûâàåòñß ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ãëàâå çàäà÷ Ãóðñà,
Êîøè è ñìåøàííîé çàäà÷è (ñóùåñòâåííóþ ðîëü çäåñü èãðàåò ìåòîä ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé). Îñíîâíûì æå â ýòîé ãëàâå ßâëßåòñß § 2,
ãäå èçëàãàåòñß âàðèàíò ìåòîäà Ðèìàíà, çàêëþ÷àþùèéñß â ñëåäóþùåì.
Ñèñòåìà (3) ïåðåïèñûâàåòñß â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå
L(U) = F, L(U) ≡
n∑
i=1
AiUxi −BU, U = colon(u1, . . . , um).
Çäåñü Ai  ïîñòîßííûå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, Ai =
diag(αi1, α
i
2, . . . , α
i
n), ïðè÷åì α1s = 1 ïðè 1 6 s 6 k1, α2s = 1 ïðè
k1 + 1 6 s 6 k1 + k2, . . . , αns = 1 ïðè
∑n−1
i=1 ki + 1 6 s 6
∑n
i=1 ki, îñòàëü-
íûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèö Ai ðàâíû íóëþ; B = (ali), ali 
êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (3), l = 1,m, i = 1,m; F = colon(f1, f2, . . . , fm).
Ââîäèòñß ìàòðèöà Ðèìàíà R = colon(R1, . . . ,Rm), ãäå
Ri(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) = (ri1, . . . , rim), i = 1,m, ßâëßþòñß ðåøåíèßìè
ñèñòåì
rij(x1, . . . , xn) = δij −
xp∫
ξp
( m∑
q=1
aqj(x1, . . . , xp−1, ηp, xp+1, . . . , xn)×
×riq(x1, . . . , xp−1, ηp, xp+1, . . . , xn)
)
dηp, (8)
p−1∑
q=1
kq + 1 6 j 6
p∑
q=1
kq, p = 1, n,
ãäå δij  ñèìâîë Êðîíåêåðà, aqj  êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (3). Ðåøåíèß
ñèñòåì () ïðè êàæäîì i ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû â êëàññå íåïðåðûâíûõ
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ôóíêöèé. Äèôôåðåíöèðóß () ïîëó÷àåì, ÷òî ïî ïåðâûì n àðãóìåíòàì
(x1, . . . , xn) ìàòðèöà R óäîâëåòâîðßåò ñîïðßæåííîé ê (3) ñèñòåìå
L∗(V) = 0, L∗(V) ≡ −
n∑
i=1
(VAi)xi −VB.
Äîêàçûâàåòñß òîæäåñòâî
RL(U) =
n∑
i=1
(RAiU)xi, (9)
èíòåãðèðîâàíèåì êîòîðîãî ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îáëàñòßì ïîëó÷àþòñß
ôîðìóëû ðåøåíèß ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.
Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà îäíó èç çàäà÷. Ïóñòü G = {x0i < xi <
x1i , i = 1, n}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xj ãðàíè G ïðè xj = x0j .
Çàäà÷à Ãóðñà. Íàéòè ðåãóëßðíîå â îáëàñòè G ðåøåíèå ñèñòåìû
(3), óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèßì
ul|Xj = ϕl(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn), l = 1,m, (10)
ϕl ∈ C(Xj), ñâßçü ìåæäó l è j äàåòñß ôîðìóëîé (3).
Ïóñòü M(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ G. Ñ÷èòàß â òîæäåñòâå (8) ìàòðèöó U
ðåøåíèåì ñèñòåìû (3), ïðîèíòåãðèðóåì (8) ïî îáëàñòè G1 = {x0i < xi <
ξi, i = 1, n}∫
G1
RFdx1 ∧ · · · ∧ dxn =
∫
G1
n∑
i=1
(RAiU)xi dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
Ïóñòü â (3) âõîäèò ïðîèçâîäíàß ôóíêöèè uk ïî ïåðåìåííîé xs. Ïðèìåíßß
îáùóþ ôîðìóëó Ñòîêñà è èñïîëüçóß ñâîéñòâà ìàòðèöû Ðèìàíà ïîëó÷èì
ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà â âèäå
uk(ξ1, . . . , ξn) =
∂n−1Φk(ξ1, . . . , ξn)
∂ξ1 . . . ∂ξs−1∂ξs+1 . . . ∂ξn
ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé Φk(ξ1, . . . , ξn).
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷à Êîøè è ñìåøàííàß çàäà÷à (â
êîòîðîé ÷àñòü óñëîâèé çàäàåòñß íà íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè ãðàíèöû,
êàê â çàäà÷å Êîøè, à ÷àñòü  íà õàðàêòåðèñòèêàõ).
Â ñâßçè ñ èçëîæåííûì âûøå âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ñîîòíîñßòñß
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ðàíåå èçó÷åííûìè Ò.Â. ×åêìàðåâûì äëß ñè-
ñòåìû (1) ïðè n = 2 ñëó÷àßìè? Ðàññìîòðåíèþ ýòîãî âîïðîñà ïîñâßùåí
§ 3.
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Â § 4 ðàññìîòðåí âîïðîñ îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîé
ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, íà êîòîðóþ óêàçàíèé â ëèòåðàòóðå
àâòîðó îáíàðóæèòü íå óäàëîñü. Ýòè ðåçóëüòàòû òðåáóþòñß ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå óòâåðæäåíèé â ãëàâå 3.
Ñëåäóþùèå ãëàâû ïîñâßùåíû èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷-
íûõ çàäà÷ äëß ñèñòåìû ñ äâóêðàòíûìè ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè (7).
Â ãëàâå 2 ðàññìîòðåí ñëó÷àé n = 2:{
uxx = a1(x, y)vx + b1(x, y)u+ c1(x, y)v + f1(x, y),
vyy = a2(x, y)uy + b2(x, y)u+ c2(x, y)v + f2(x, y).
(11)
Ïðè ýòîì â çàìûêàíèè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè (x, y) âû-
ïîëíßþòñß âêëþ÷åíèß a1, a2 ∈ C2, b1, b2, c1, c2, f1, f2 ∈ C1. Ðåøåíèå (10)
êëàññà u, v ∈ C1(D), uxx, vyy ∈ C(D) íàçûâàåì ðåãóëßðíûì â D.
Â § 5 ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äîêàçûâàåòñß ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ñëåäóþùèõ çàäà÷.
Îñíîâíàß õàðàêòåðèñòè÷åñêàß çàäà÷à. Â îáëàñòè G = {x0 <
x < x1, y0 < y < y1} íàéòè ðåãóëßðíîå ðåøåíèå (10), óäîâëåòâîðßþùåå
óñëîâèßì
u(x0, y) = ϕ1(y), (ux − a1v)(x0, y) = ϕ2(y),
v(x, y0) = ψ1(x), (vy − a2u)(x, y0) = ψ2(x),
ϕ1(y), ϕ2(y) ∈ C1([y0, y1]), ψ1(x), ψ2(x) ∈ C1([x0, x1]).
Ýòà çàäà÷à èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè äðóãèõ,
ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå, çàäà÷.
Çàäà÷à Êîøè. Ïóñòü D  òðåóãîëüíàß îáëàñòü ïëîñêîñòè (x, y),
îãðàíè÷åííàß õàðàêòåðèñòèêàìè x = x1, y = y1, x1 > 0, y1 > 0, è îò-
ðåçêîì êðèâîé Σ: y = σ(x), σ′(x) < 0 (Σ  êðèâàß êëàññà C2). Äëß
îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì y1 = σ(0), σ(x1) = 0. Òðåáóåòñß íàéòè ðåãó-
ëßðíîå â D ðåøåíèå (10), óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèßì
u|Σ = u0(x), v|Σ = v0(x),
∂u
∂n
∣∣∣∣
Σ
= u10(x),
∂v
∂n
∣∣∣∣
Σ
= v10(x),
~n  âíåøíßß íîðìàëü ê Σ, u0, v0 ∈ C2([0, x1]), u10, v10 ∈ C1([0, x1]).
Ñìåøàííàß çàäà÷à. Ïóñòü D0  îáëàñòü ïëîñêîñòè (x, y), îãðà-
íè÷åííàß õàðàêòåðèñòèêàìè x = x1, y = y1, x1 > 0, y1 > 0, îñßìè êî-
îðäèíàò è îòðåçêîì AB êðèâîé Σ: y = σ(x), σ′(x) < 0, ïðèíàäëåæàùåé
êëàññó C2. Ïðè ýòîì êðèâàß îòñåêàåò îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðßìî-
óãîëüíèêà óãîë ñ âåðøèíîé (0, 0), A = (x2, 0), B = (0, y2). Îáîçíà÷èì
X = {(x, y) |x = 0, y2 < y < y1}, Y = {(x, y) | x2 < x < x1, y = 0}.
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Òðåáóåòñß íàéòè ðåãóëßðíîå â D0 ðåøåíèå (10), óäîâëåòâîðßþùåå
íà õàðàêòåðèñòèêàõ x = 0, y = 0 óñëîâèßì ðàññìîòðåííîé âûøå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è, à íà Σ  óñëîâèßì Êîøè
u|Σ∪X = u0(y), v|Σ∪Y = v0(x),
∂u
∂n
∣∣∣∣
Σ
= u10(y),
∂v
∂n
∣∣∣∣
Σ
= v10(x), (ux − a1v)|X = ϕ(y), (vy − a2u)|Y = ψ(x),
~n  âíåøíßß íîðìàëü ê Σ, u0, ϕ ∈ C1([y2, y1]), v0, ψ ∈ C1([x2, x1]),
u10 ∈ C2([y2, y1]), v10 ∈ C2([x2, x1]). Êðîìå òîãî, äîëæíû âûïîëíßòüñß
óñëîâèß ñîãëàñîâàíèß ux ∈ C(Σ ∪X), vy ∈ C(Σ ∪ Y ).
Â § 6 â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà ñòðîßòñß ôîðìóëû ðåøåíèé
ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå çàäà÷.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îñíîâíîé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé çàäà÷è íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòè óñëîâèß îòëè÷àþòñß îïðåäåëåí-
íîé íåñèììåòðè÷íîñòüþ. Â òîì æå § 6 èññëåäóþòñß óñëîâèß ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è 2.1 ñ áîëåå <ñèììåòðè÷íûìè> óñëîâèßìè (ïðîèçâîäíûå
èñêîìûõ ôóíêöèé âõîäßò â ãðàíè÷íûå óñëîâèß ðàâíîïðàâíî).
Çàäà÷à 2.1. Íàéòè ðåãóëßðíîå â G ðåøåíèå ñèñòåìû (10), óäîâëå-
òâîðßþùåå óñëîâèßì
u(x0, y) = κ(y), v(x, y0) = µ(x),
a11(y)ux(x0, y) + a12(y)vx(x0, y) = m1(y),
a21(x)uy(x, y0) + a22(x)vy(x, y0) = m2(x).
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî âûïîëíßþòñß óñëîâèß ãëàäêîñòè a11, a12 ∈
C1([y0, y1]), a21, a22 ∈ C1([x0, x1]), m1 ∈ C1([y0, y1]), m2 ∈ C1([x0, x1]),
ïðè÷åì
a211 + a
2
12 6= 0, a221 + a222 6= 0.
Èññëåäóåòñß çàäà÷à 2.1 ïóòåì ñâåäåíèß ê îñíîâíîé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé çàäà÷å. Îêàçûâàåòñß, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðàçðåøèìà êàê
îäíîçíà÷íî, òàê è ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé èëè äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîßí-
íûõ. Çàäà÷è ñî ñõîäíûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèßìè â ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèßõ èññëåäîâàëèñü Â.È. Æåãàëîâûì è Í.Õ.Õ. Çîìîòîì äëß ñèñòåìû (1)
ïðè n = 2, 3 è â îáùåì ñëó÷àå.
Â § 7 âûäåëßþòñß äîñòàòî÷íûå óñëîâèß îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-
ñòè çàäà÷ äëß õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðßìîóãîëüíèêà G = {x0 < x <
x1, y0 < y < y1} ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè íà òðåõ è ÷åòûðåõ ñòîðîíàõ
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G. Ïðè ýòîì óêàçàííûå çàäà÷è ðåäóöèðóþòñß ê îñíîâíîé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé çàäà÷å. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû.
Çàäà÷à 2.2. Íàéòè â G ðåãóëßðíîå ðåøåíèå (10), óäîâëåòâîðßþ-
ùåå óñëîâèßì
u(x0, y) = ϕ1(y), (ux − a1v)(x0, y) = ϕ2(y),
(vy − a2u)(x, y0) = ψ1(x), v(x, y1) = χ(x),
ϕ1(y), ϕ2(y) ∈ C1([y0, y1]), ψ1(x), χ(x) ∈ C1([x0, x1]).
Îáîçíà÷èì c10 = c1 − a1x, b20 = b2 − a2y.
Òåîðåìà 2.5. Åñëè a1, a2 ∈ C2(G), b1, b20, c10, c2, f1, f2 ∈ C1(G),
c2(x, y) > 0 â G, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 2.2.
Çàäà÷à 2.4. Íàéòè â G ðåãóëßðíîå ðåøåíèå (10), óäîâëåòâîðßþ-
ùåå óñëîâèßì
u(x0, y) = ϕ1(y), (ux − a1v)(x1, y) = ϕ2(y),
v(x, y0) = ψ1(x), (vy − a2u)(x, y1) = ψ2(x),
ϕ1(y), ϕ2(y) ∈ C1([y0, y1]), ψ1(x), ψ2(x) ∈ C1([x0, x1]).
Òåîðåìà 2.7. Åñëè a1, a2 ∈ C2(G), b1, b20, c10, c2, f1, f2 ∈ C1(G)
è â G âûïîëíßåòñß îäíî èç óñëîâèé
a1(x, y) = c10(x, y) = c2(x, y) ≡ 0, b1(x, y) > 0,
b1(x, y) = a2(x, y) = b20(x, y) ≡ 0, c2(x, y) > 0,
òî ðåøåíèå çàäà÷è 2.4 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Â ãëàâå 3 îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 ïåðåíîñßòñß íà òðåõìåð-
íîå ïðîñòðàíñòâî. Çäåñü èçó÷àåòñß ñèñòåìà
uxx = a1(x, y, z)vx + b1(x, y, z)wx + c1(x, y, z)u+
+d1(x, y, z)v + e1(x, y, z)w + f1(x, y, z),
vyy = a2(x, y, z)uy + b2(x, y, z)wy + c2(x, y, z)u+
+d2(x, y, z)v + e2(x, y, z)w + f2(x, y, z),
wzz = a3(x, y, z)uz + b3(x, y, z)vz + c3(x, y, z)u+
+d3(x, y, z)v + e3(x, y, z)w + f3(x, y, z).
(12)
Ñ÷èòàåì, ÷òî â çàìûêàíèè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà
(x, y, z) âûïîëíßþòñß âêëþ÷åíèß ai, bi ∈ C2, ci, di, ei, fi ∈ C1, i = 1, n.
Ðåøåíèå (11) êëàññà u, v, w ∈ C1(D), uxx, vyy, wzz ∈ C(D) íàçûâàåì
ðåãóëßðíûì â D.
Îñíîâíàß õàðàêòåðèñòè÷åñêàß çàäà÷à, çàäà÷à Êîøè è ñìåøàííàß
çàäà÷à ñòàâßòñß è èññëåäóþòñß â § 8 è § 9 ãëàâû 3 àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
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ñèñòåìû (10), ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ìû ïðèâîäèòü íå
áóäåì, îãðàíè÷èâøèñü ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çà-
äà÷è. Âìåñòå ñ òåì, ðàññóæäåíèß óñëîæíßþòñß è âûêëàäêè ñòàíîâßò-
ñß áîëåå ãðîìîçäêèìè â ñâßçè ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó äëß äåòàëüíîãî âûßñíåíèß ìåòîäèêè
ïðèìåíåíèß ìåòîäà Ðèìàíà äëß èññëåäîâàíèß ñèñòåì ñ êðàòíûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû íåîáõîäèìû.
Îñíîâíàß õàðàêòåðèñòè÷åñêàß çàäà÷à. Ïóñòü G = {x0 < x <
x1, y0 < y < y1, z0 < z < z1}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X, Y , Z ãðàíè G ïðè
x = x0, y = y0, z = z0 ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáóåòñß íàéòè ðåãóëßðíîå â
îáëàñòè G ðåøåíèå ñèñòåìû (11), óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèßì
u(x0, y, z) = ϕ1(y, z), v(x, y0, z) = ϕ2(x, z),
w(x, y, z0) = ϕ3(x, y),
(ux − a1v − b1w)(x0, y, z) = ψ1(y, z),
(vy − a2u− b2w)(x, y0, z) = ψ2(x, z),
(wz − a3u− b3v)(x, y, z0) = ψ3(x, y),
(13)
ϕ1, ψ1 ∈ C1(X), ϕ2, ψ2 ∈ C1(Y ), ϕ3, ψ3 ∈ C1(Z).
Â § 10 âûäåëßþòñß äîñòàòî÷íûå óñëîâèß îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-
ñòè çàäà÷ äëß õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà G = {x0 < x <
x1, y0 < y < y1, z0 < z < z1} ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè íà ÷åòûðåõ, ïßòè
è øåñòè ñòîðîíàõ G. Óêàçàííûå çàäà÷è, êàê è â § 7, èññëåäóþòñß ïó-
òåì ðåäóêöèè ê îñíîâíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷å (ðåøåíèå êîòîðîé
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî). Îãðàíè÷èìñß òðåìß ïðèìåðàìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X1, Y1, Z1 ãðàíè G ïðè x = x1, y = y1, z = z1
ñîîòâåòñòâåííî.
Çàäà÷à 3.1. Íàéòè â G ðåãóëßðíîå ðåøåíèå (11), óäîâëåòâîðßþ-
ùåå óñëîâèßì
u(x0, y, z) = ϕ1(y, z), (ux − a1v − b1w)(x1, y, z) = χ1(y, z),
v(x, y0, z) = ϕ2(x, z), (vy − a2u− b2w)(x, y0, z) = ψ2(x, z),
w(x, y, z0) = ϕ3(x, y), (wz − a3u− b3v)(x, y, z0) = ψ3(x, y),
(14)
ϕ1(y, z) ∈ C1(X), χ1(y, z) ∈ C1(X1), ϕ2(x, z), ψ2(x, z) ∈ C1(Y ), ϕ3(x, y),
ψ3(x, y) ∈ C1(Z).
Îáîçíà÷èì d10 = d1−a1x, e10 = e1−b1x, c20 = c2−a2y, e20 = e2−b2y,
c30 = c3 − a3z, d30 = d3 − b3z.
Òåîðåìà 3.4. Åñëè a1, b1, a2, b2, a3, b3 ∈ C2(G), c1, c20, c30, d10,
d2, d30, e10, e20, e3, f1, f2, f3 ∈ C1(G), c1(x, y, z) > 0 â G, òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 3.1.
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Çàäà÷à 3.3. Íàéòè â G ðåãóëßðíîå ðåøåíèå (11), óäîâëåòâîðßþ-
ùåå óñëîâèßì
u(x0, y, z) = ϕ1(y, z), (ux − a1v − b1w)(x1, y, z) = χ1(y, z),
v(x, y0, z) = ϕ2(x, z), (vy − a2u− b2w)(x, y1, z) = χ2(x, z),
w(x, y, z0) = ϕ3(x, y), (wz − a3u− b3v)(x, y, z0) = ψ3(x, y),
(15)
ϕ1(y, z) ∈ C1(X), χ1(y, z) ∈ C1(X1), ϕ2(x, z) ∈ C1(Y ), χ2(x, z) ∈ C1(Y 1),
ϕ3(x, y), ψ3(x, y) ∈ C1(Z).
Ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé
a1(x, y, z) = d10(x, y, z) = d2(x, y, z) ≡ 0, c1 > 0, (16)
c1(x, y, z) = a2(x, y, z) = c20(x, y, z) ≡ 0, d2 > 0, (17)
çàäà÷à 3.3 ðåäóöèðóåòñß ê îñíîâíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷å. Ïîýòîìó
ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 3.6. Åñëè a1, b1, a2, b2, a3, b3 ∈ C2(G), c1, c20, c30, d10,
d2, d30, e10, e20, e3, f1, f2, f3 ∈ C1(G), è âûïîëíßåòñß îäíî èç óñëîâèé
(15), (16), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 3.3.
Çàäà÷à 3.6. Íàéòè â G ðåãóëßðíîå ðåøåíèå (11), óäîâëåòâîðßþ-
ùåå óñëîâèßì
u(x0, y, z) = ϕ1(y, z), (ux − a1v − b1w)(x1, y, z) = χ1(y, z),
v(x, y0, z) = ϕ2(x, z), (vy − a2u− b2w)(x, y1, z) = χ2(x, z),
w(x, y, z0) = ϕ3(x, y), (wz − a3u− b3v)(x, y, z1) = χ3(x, y),
ϕ1(y, z) ∈ C1(X), χ1(y, z) ∈ C1(X1), ϕ2(x, z) ∈ C1(Y ), χ2(x, z) ∈ C1(Y 1),
ϕ3(x, y) ∈ C1(Z), χ3(x, y) ∈ C1(Z1).
Çàäà÷à 3.6 ðåäóöèðóåòñß ê îñíîâíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷å
ïðè âûïîëíåíèè ëþáîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï óñëîâèé:
a1(x, y, z) = d10(x, y, z) = d2(x, y, z) = b1(x, y, z) =
= e10(x, y, z) = e3(x, y, z) = b2(x, y, z) = e20(x, y, z) ≡ 0,
c1 > 0;
(18)
a1(x, y, z) = d10(x, y, z) = d2(x, y, z) = b1(x, y, z) =
= e10(x, y, z) = e3(x, y, z) = b3(x, y, z) = d30(x, y, z) ≡ 0,
c1 > 0;
(19)
c1(x, y, z) = a2(x, y, z) = c20(x, y, z) = b2(x, y, z) =
= e20(x, y, z) = e3(x, y, z) = b1(x, y, z) = e10(x, y, z) ≡ 0,
d2 > 0;
(20)
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c1(x, y, z) = a2(x, y, z) = c20(x, y, z) = b2(x, y, z) =
= e20(x, y, z) = e3(x, y, z) = a3(x, y, z) = c30(x, y, z) ≡ 0,
d2 > 0;
(21)
c1(x, y, z) = a3(x, y, z) = c30(x, y, z) = d2(x, y, z) =
= b3(x, y, z) = d30(x, y, z) = a1(x, y, z) = d10(x, y, z) ≡ 0,
e3 > 0;
(22)
c1(x, y, z) = a3(x, y, z) = c30(x, y, z) = d2(x, y, z) =
= b3(x, y, z) = d30(x, y, z) = a2(x, y, z) = c20(x, y, z) ≡ 0,
e3 > 0.
(23)
Òåîðåìà 3.9. Åñëè a1, b1, a2, b2, a3, b3 ∈ C2(G), c1, c20, c30, d10,
d2, d30, e10, e20, e3, f1, f2, f3 ∈ C1(G), è âûïîëíßåòñß îäíî èç óñëîâèé
(17)  (22), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 3.6.
Â îñòàâøèõñß äâóõ ïàðàãðàôàõ ãëàâû 4 ðàññìîòðåíû îñíîâíàß
õàðàêòåðèñòè÷åñêàß çàäà÷à, çàäà÷à Êîøè è ñìåøàííàß çàäà÷à äëß ñè-
ñòåìû (7) â ïðîñòðàíñòâå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà èçìåðåíèé.
Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó
ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Æåãàëîâó Âàëåíòèíó Èâàíîâè÷ó çà âñåñòî-
ðîííþþ ïîìîùü è ïîñòîßííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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